Решения задач заключительного этапа Всесибирской олимпиады школьников по математике 2009 – 2010 гг

9 класс

9.1. Ответ:  На 8%.

Обозначим общий годовой объём нефтедобычи во всех трёх скважинах за V,  тогда годовая добыча в первой, второй и третьей скважинах составляют соответственно, 
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 . Пусть искомое число процентов равно
[image: image2.wmf]x

, тогда падение объёма добычи на первых двух скважинах равно подъёму добычи на третьей, поэтому 
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, откуда 
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9.2. Ответ:  Величины углов треугольника равны 30, 75 и 75, либо 150, 15,15 градусов.
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Действительно, боковая сторона АВ = ВС треугольника вдвое больше соответствующей средней линии, поэтому она вдвое больше высоты, проведённой из вершины С. Следовательно, в прямоугольном треугольнике с вершиной В и гипотенузой ВС противолежащий катет вдвое меньше гипотенузы. Значит, величина В равно 30 или 150  градусов.

9.3. Ответ: Можно, это следует из чертежа:

9.4. Ответ: Да, например
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Обозначим сумму цифр натурального числа 
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. Легко убедиться, что для любых натуральных чисел  
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 справедливо 
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, где 
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- количество переходов единицы в старший разряд при сложении А и В в столбик. В нашем случае их должно быть 
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9.5. Расставим на чертеже углы, равные по условию из подобия построенных треугольников. Заметим, что 
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, следовательно, треугольники 
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 подобны 
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. Считаем углы в четырёхугольнике 
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[image: image25.wmf]QB

PR

||

, 
[image: image26.wmf]QP

BR

||

 и искомый четырёхугольник – параллелограмм.

9.6. Ответ: 95.

Наибольшее значение  числа РОЩА равно 9876, наименьшее значение числа ДУБ равно 102, поэтому число ДУБов не больше целой части 
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, то – есть 96. При этом 
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103

9876

<

, поэтому значение 96 достигается только, когда ДУБ равен 102, однако 
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  - содержит одинаковые цифры. А вот 95 получить можно: 
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, удовлетворяет условию ребуса.

10 класс

10.1. Ответ: 
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содержание А в смеси составляет 
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По условию 
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, делим первое уравнение на второе, получаем 
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.  Подставив вместо А в первое уравнение, получим 
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, содержание А в смеси составляет 
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10.2. 

Четырехугольник SBTP вписан в окружность с диаметром ВР. Поэтому серединный перпендикуляр к хорде ST проходит через центр окружности, который является серединой диаметра ВР.
10.3. Ответ: Общее число коробок равно103. 

Пусть из 13 больших коробок 
[image: image38.wmf]x

 содержали по 6 средних, тогда средних коробок было 
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. Пусть из них 
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 содержали по 6 маленьких коробок, тогда маленьких коробок  было 
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. Число пустых коробок при этом равно 
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. С другой стороны, общее число коробок равно 
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10.4. Ответ: 
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По условию, 
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10.5.  Заметим, что 
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, поэтому равенство углов в условии эквивалентно подобию треугольников 
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, что вытекает из подобия треугольников 
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10.6. Предположим, что в некоторой компании из 13 человек у каждого не более трёх знакомых. Рассмотрим любых двух незнакомых членов этой компании, назовём их А и Б. Каждый из них не знает не менее восьми человек, отличных от А и Б, всего таких в компании 
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, поэтому у А и Б не менее 
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общих незнакомых. Любой из этих пяти незнакомых, скажем, В, знает не более трёх других, следовательно, не знает хотя бы одного, назовём его Г. По выбору А, Б, В и Г являются четвёркой попарно незнакомых членов этой компании.

11 класс

11.1. Ответ: Одного бидона виноградного сока теперь хватит на 15 банок напитка.

Ёмкость одной банки напитка составляет 
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 бидона. После изменения рецептуры яблочный сок займёт в ней 
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 бидона, значит, на долю яблочного останется 
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 часть бидона. Следовательно, теперь одного бидона виноградного сока теперь хватит на 15 банок напитка.

11.2. Ответ: 
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Уравнение равносильно 
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11.3. Ответ: 13 см.

Опустим из вершины В высоту 
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 на сторону 
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11.4. Ответ: 
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Отдельно отметим решение 
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Делим каждое уравнение системы на его правую часть, получаем систему  
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 линейных уравнений относительно переменных 
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11.5. Ответ: Период данной функции равен 10. 
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Действительно, для произвольного действительного 
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 имеем 
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. Речь, разумеется, не идёт о наименьшем периоде.
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11.6. Ответ:
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Опустим из М перпендикуляры 
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на касательные и АВ. Углы 
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 равны, как углы между хордами
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 и касательными к этим хордам в их концах, и вписанные углы, опирающиеся на эти хорды. Следовательно, подобны треугольники 
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11.7. Ответ:
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Действительно, пусть 
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 взаимно просты, поэтому каждое из них тоже является квадратом натурального числа. Следовательно, 
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11.8. Рассмотрим любое из этих множеств, обозначим его за 
[image: image133.wmf]A

. Оно пересекается с каждым из остальных семи по одному элементу, поэтому некоторый его элемент 
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 содержится не менее, чем в трёх множествах 
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 по одному элементу. Все эти элементы различны, не равны 
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 и, следовательно, не лежат в 
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 - противоречие. Следовательно, 
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 содержится во всех множествах из условия задачи.
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