Всесибирская олимпиада школьников по математике, I этап, 11.10.09, 9 класс

1. Существует ли набор из пяти гирь, веса которых различны и выражаются целыми числами килограммов такой, что гири этого набора можно разделить и на две кучки одинакового веса и на три кучки одинакового веса? В обоих случаях должны быть использованы все гири набора.

2. Через произвольную точку М диагонали АС параллелограмма ABCD параллельно его сторонам проведены прямые, пересекающие стороны АВ, ВС, CD и AD в точках  P, R, S и Q соответственно. Доказать, что площади параллелограммов PBRM и  MSDQ равны.

3. Пусть точка М — середина стороны ВС треугольника АВС. Известно, что величины углов АСВ и АМВ равны 30 и 45 градусов соответственно. Найти величину угла АВС.

4. На каждой грани куба написано по одному натуральному числу. Для каждой вершины вычислили произведение чисел на трёх примыкающих к ней гранях, сумма восьми полученных чисел равна 1001. Чему может равняться сумма шести чисел, написанных на гранях куба?

5. Какое минимальное количество засечек нужно сделать на линейке длины 15 см, чтобы любое целое число сантиметров от 1 до 14 включительно можно было представить, как расстояние между некоторыми двумя засечками или концами линейки и засечками?
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1. Известно, что числа  
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2. Внутри квадрата ABCD найти геометрическое место точек М таких, что сумма расстояний от М до вершин А и С равна сумме расстояний от М до вершин В и.D 
3. Пусть точка М — середина стороны ВС треугольника АВС. Известно, что величины углов АСВ и АМВ равны 30 и 45 градусов соответственно. Найти величину угла АВС.

4. На каждой грани куба написано по одному натуральному числу. Для каждой вершины вычислили произведение чисел на трёх примыкающих к ней гранях, сумма восьми полученных чисел равна 1001. Чему может равняться сумма шести чисел, написанных на гранях куба?
5. Среди всех натуральных чисел от 1 до 100 четырнадцать различных названы красными, а другие  четырнадцать различных — чёрными. Доказать, что разность некоторых двух красных чисел равна разности некоторых двух чёрных чисел.
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1. Найти все натуральные числа, равные удвоенной сумме некоторых двух своих различных делителей.

2. Правильный пятиугольник и правильный двадцатиугольник вписаны в одну и ту же  окружность. Что больше — сумма квадратов длин всех сторон пятиугольника, или  сумма квадратов длин всех сторон двадцатиугольника?

3. Сколькими способами среди всех натуральных чисел от 1 до 25 можно выбрать 13 различных так, чтобы сумма любых двух выбранных чисел не равнялась 25 или 26? 

4. Доказать, что в произвольной треугольной пирамиде найдётся вершина такая, что из трёх рёбер, выходящих из неё, можно составить треугольник.

5. В классе десять девочек и десять мальчиков, на контрольной каждый мальчик решил не более, чем по пять задач из некоторого списка, а каждая девочка — не более, чем по шесть. При этом у каждого мальчика и каждой девочки есть минимум одна общая решённая задача. Доказать, что есть задача, решённая не меньше, чем двумя мальчиками и двумя девочками.
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